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Algebra I1I. Examen III

Ejercicio 1 (5 puntos). Responda VERDADERO o FALSO a cada una de las

siguientes cuestiones, junto con una breve justificacion de la respuesta.

1.

9.

10.

Si f: G — G’ es un homomorfismo de gupos y N C G’ es un subgrupo normal,
entonces f*(N) C G es un subgrupo normal.

. Todo grupo G actia sobre si mismo por conjugacion, y en ese caso la accion

es fiel.

Si H es un subgrupo normal en un grupo G, entonces Z(H) es un subgrupo
normal en Z(G).

. Si todos los subgrupos de un grupo GG son normales entonces G es abeliano.

. No hay puntos fijos bajo cualquier accién no trivial de ()2 sobre un conjunto

de 21 elementos.

. El grupo producto directo S5 x As tiene una unica serie de composicién de

longitud 3.

Si H y K son subgrupos de G, con K normal y H resoluble, entonces el
cociente HK /K es resoluble.

. Sea G un grupo tal que |G/Z(G)| = pq, p < ¢, primos. Entonces ¢ =1 mdd p.

El centralizador Cg,((1 3)(2 4)) es isomorfo a D,.

Todos los p—subgrupos de Sylow de Aj son ciclicos.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Considera el grupo G = (a,b | a® = b* = 1,bab = a3):

(a) Calcula el orden de ab.

(b) (Es el subgrupo H = (ab) normal?

)
)
)
)

(c) Prueba que el subgrupo K = (a*) es normal.

(d) (Se puede dar un morfismo f : G/K — Sy tal que f(aK) = (123 4)y

fOOK) = (2 4)?

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Demuestra que un grupo de orden 5175 tiene al menos
dos subgrupos normales y que todo grupo de este orden es resoluble. ; Tienen todos
los grupos de este orden la misma longitud?
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Ejercicio 1 (5 puntos). Contestamos a cada pregunta, razonando la respuesta:

1. Si f: G — G’ es un homomorfismo de gupos y N C G’ es un subgrupo normal,
entonces f*(N) C G es un subgrupo normal.

Verdadero. Siz € Gyy € f*(N), entonces f(y) € N. Para ver que f*(N)<G
queremos ver que xyz ' € f*(N), es decir, que f(zyx~!) € N:

flaya™) = f@)fW)f@™") = f@) f)(f(z) €N

Que pertenece a N por ser f(z), (f(z))" € G'y f(y) € N, siendo N <G'. En
definitiva, zyz~! € f*(N) para todo z € G y para todo y € f*(N), por lo que
N < G.

2. Todo grupo GG actua sobre si mismo por conjugacion, y en ese caso la accion
es fiel.

Falso. Si consideramos la aplicacion:

ac: GxGE — G
(9,h) — ghg™!

Veamos en primer lugar que es una accion:

Lr=lzl=2z Ve e G

Shy = gha(gh)™" = ghah™'¢~' = ‘hah™ =7 ("x) Vg, h,z € G
Si consideramos la representacion por permutaciones:

d: G — Perm(G)
g — @

donde cada ®, : G — G viene dada por:
®,(h) = ghg™" Vh e G
Veamos si ker(®) = {1}, en cuyo caso serd una accién fiel:
ker(®) ={g € G| P, =id} ={g€G|ghg'=h VheG}
={g9eG|gh=hg YheG}=2ZG)

Como hay grupos para los que Z(G) # {1} (por ejemplo, cualquier grupo
abeliano), en algunos casos la accién no sera fiel.

3. Si H es un subgrupo normal en un grupo G, entonces Z(H) es un subgrupo
normal en Z(G).

Falso. Veamos un ejemplo en el que ni siquiera es subgrupo:
Sea G=D3={(r,s|r=s*>=1sr=r"'s)y H=(r), tenemos que H<1G y
como H es abeliano, Z(H) = H. Veamos ahora que r ¢ Z(G), ya que:

Y como s # sr?, r ¢ Z(G), por lo que Z(H) ¢ Z(G).
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4. Si todos los subgrupos de un grupo G son normales entonces G es abeliano.

Falso. Por ejemplo, todos los subgrupos de Q2 = {£1,+i,+j, £k} son nor-
males:

{1}

Figura 1: Diagrama de Hasse para los subgrupos del grupo de los cuaternios.

Yaque [G: ()] =[G : ()] =[G : (k)] = 2, {1} 9 Q2 y (~1) <G porque:

Y como @y = (i,7), (—1) < Qs. Sin embargo, )2 no es abeliano, puesto que:
ij =k
ji= —k

5. No hay puntos fijos bajo cualquier accién no trivial de )5 sobre un conjunto
de 21 elementos.

Falso. En el ejercicio 12 de la relacién de p—grupos vimos que si G es un
p—grupo que actia sobre un conjunto finito X, entonces:

| X| = |Fiz(X)] mdd p

Como @y es un 2 — grupo (por ser |Qs] = 8 = 23), si X es un Q,—conjunto
con | X| = 21, tenemos que:

21 = |X| = |Fiz(X)| mdbd 2
Por lo que |Fixz(X)| serd impar y, en particular, Fiz(X) # (), por lo que

cualquier acciéon no trivial de )3 sobre cualquier conjunto de 21 elementos
tendra siempre al menos un punto fijo.
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6. El grupo producto directo S5 x As tiene una unica serie de composicién de
longitud 3.

Falso. Las dos siguientes series son dos series de composicién distintas de
S5 x As de longitud 3:
S5XA5>A5XA5[>{1}XA5[>{1}
S5XA5|>S5X{1}|>A5X {1}l>{1}

7. S1 H y K son subgrupos de GG, con K normal y H resoluble, entonces el
cociente HK /K es resoluble.

Verdadero. Estamos en las condiciones de aplicar el Segundo Teorema de
[somorfia:

G

H/Hi\DK
N/

HNK

Obteniendo que HK/K = H/(H N K). Como H es resoluble, también lo sera
cualquier cociente suyo, por lo que H/(H N K) serd resoluble, y como esta
propiedad se mantiene por isomorfismos, H K /K sera resoluble.

8. Sea GG un grupo tal que |G/Z(G)| = pq, p < q, primos. Entonces ¢ =1 mdéd p.

Verdadero. Por el Primer Teorema de Sylow, sabemos de la existencia de, al
menos, un p—subgrupo de Sylow de G/Z(G) de orden p y de un g—subgrupo de
Sylow de G/Z(G) de orden q. Por el Segundo Teorema de Sylow, si denotamos
por n; al nimero de t—subgrupos de Sylow de G/Z(G):

ng|p=n,<p<gq

ng=1 mobd q }:>nq:1

Solo hay un tnico g—subgrupo de Sylow de G/Z(G): P,, que serd normal en
G/Z(G). Si calculamos el nimero de p—subgrupos de Sylow:

ny | q
ny, =1 médp}:npe{l’Q}

Si suponemos que n, = 1, entonces también habrd un unico p—subgrupo
de Sylow de G/Z(G): P,, que también serda normal en G/Z(G). Bajo estas
condiciones, un resultado visto en teoria nos dice que G/Z(G) es producto
directo interno de sus tnicos subgrupos de Sylow:

G/Z(G) = P, x P,
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Sin embargo, como |P,| = p, serd P, = Z, y analogamente obtenemos que
P, = 7Z,, de donde:
G/Z(G)=P,x P, =7Z,®Z,

Que serd un grupo ciclico, por ser Z, y Z, ciclicos con med(p, q) = 1, por lo
que (por el ejercicio 4 de la relaciéon de grupos directos) G sera abeliano, de
donde Z(G) = Gy p = q = 1, contradiccién, ya que p y ¢ eran primos con
p < g. La contradiccién viene de suponer que n, = 1, por lo que serd n, = q y
recordamos que:
g=n,=1 médp
9. El centralizador Cs,((1 3)(2 4)) es isomorfo a D;.

Verdadero. Si esribimos la definicién del centralizador:

Cs,((13)(24)) = {o € Sy | (0(1) 0(3))(0(2) 0(4)) = 0(13)(24)0 ™" = (13)(24)}
Las tnicas posibilidades para ¢ son:

Cs, ((13)(24)) ={1,(13)(24),(12)(34),(14)(23),(13),(24),(1234),(1432)}

Y sabemos que no hay mds (porque |Sy| = 24 = 23 - 3, tenemos ya 8 y si
anadimos un elemento més ya tenemos que ir a Cg,((1 3)(2 4)) = Sy, que
sabemos que es falso). Si pensamos en:

Dy=(r,s|rt=s>=1rs=sr®

Podemos pensar en los elementos (1 2 3 4) (como ) y en (1 3) (como s), que
cumplen todas las relaciones de los generadores de Dy:

(1234)*=1
(132 =1
(13)(1234)(13)=(3214)=(1234)
Por el Teorema de Dyck, existe un homomorfismo f : Dy — Cg,((1 3)(2 4)).

Ademas, f serd un isomorfismo por ser Cs,((1 3)(2 4)) = ((1234)(13)) y
| Da| = |Cs,((1 3)(2 4))] = 8.

10. Todos los p—subgrupos de Sylow de As son ciclicos.

Falso. Como |As| =5/2=5-4-3 = 2%-3-5 cualquier subgrupo de orden 4
de Aj serd un 2—subgrupo de Sylow suyo. En particular, lo sera:

V={L(13)(24),(12)34),(14)(23)}
Y V no es ciclico, ya que todos sus elementos (salvo el 1) tienen orden 2.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Considera el grupo G = {(a,b | a® = b* = 1, bab = a*).
Podemos verlo también como:

G ={(a,b|a®=0*=1,ba =a’b) = {a,b | a® =b*=1,ab = ba®)
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(a) Calcula el orden de ab.
Como ab # 1, buscamos el menor natural n € N\ {0} de forma que (ab)" = 1:
(ab)?® = abab = aa®bb = a* # 1
(ab)® = (ab)? b—aab—a5b7£1
(ab)* = (ab)?(ab)” = a'a = o = 1
Por lo que serd O(ab) = 4.
(b) ;Es el subgrupo H = (ab) normal?
Como O(ab) = 4 y usando el apartado anterior, H = (ab) = {1,ab, a*, a®b}.
Sin embargo, como:
babb = ba = a’*b ¢ H
H no podra ser normal en G.

(c) Prueba que el subgrupo K = (a*) es normal.
Como a® = 1, tenemos que K = (a?) = {1, a*}. Basta probar que znz™!' € K
paratodon € K (paran = lestrivial) y z € {a,b,a™,b7'}, yaque G = (a, b):
aata ! =ad'd" =a? =a' € K
atdta=d"d'a=a?=a" € K
ba*b = ba’ab = abab = a* € K
Por lo que H < G.
(d) ;Se puede dar un morfismo f : G/K — Sy tal que f(aK) = (1234)y
F(OK) = (2 4)?

Si, como (1234)y (24) cumplen las relaciones que aparecen en la presentacion
de G (pensando en (1 2 3 4) como a y en (2 4) como b):

(1234°= (1234 =12=1
(247 =1
(24)(1234)(24) ' =(1432)=(1234)°

Por el Teorema de Dyck, existe un homomorfismo g : G — 5, de forma que:

g(a) = (123 4)
g(b) = (24)

Como K < G, por la Propiedad Universal del grupo cociente:

G —t— G/K

g

'

Sy
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tenemos que existe un homomorfismo f : G/K — Sy que viene dado por:
f(zK) = g(x) VoK € G/K
De esta forma:

flaK) =g(a) = (123 4)
JOOK) = g(b) = (24)
Ejercicio 3 (2.5 puntos). Demuestra que un grupo de orden 5175 tiene al menos

dos subgrupos normales y que todo grupo de este orden es resoluble. j Tienen todos
los grupos de este orden la misma longitud?

Sea G un grupo con |G| = 5175 = 32-5%.23, por el Primer Teorema de Sylow sabemos
de la existencia de 3—subgrupos de Sylow, 5—subgrupos de Sylow y 23—subgrupos
de Sylow de G. Si denotamos por n; a la cantidad de t—subgrupos de Sylow de G,
aplicando el Segundo Teorema de Sylow, obtenemos que:

No3 | 32 : 52 = 225

N3 = 1 méd23}:>n23:1

Por lo que solo habra un tnico 23—subgrupos de Sylow de GG, P,3, que sera normal
en G por ser el inico 23—subgrupo de Sylow. Ademas:

ns | 32 - 23 = 207 I
ns=1 mod 5 >

Por lo que también habra un tnico 5—subgrupo de Sylow de G, Ps5, que también
sera normal en G.

Como |Ps| = 5% = 25, P serd resoluble. Ademés, como:
|G/ Ps| = |GI/|P5| = 3% - 23
Tendremos que G/Ps también serd resoluble, de donde G serd resoluble.

Finalmente, todos los grupos de este orden tendran la misma longitud, ya que por
ser GG resoluble, sus factores de composicién seran grupos ciclicos de orden primo,
y las unicas posibilidades a considerar como factores son cada uno de los grupos
ciclicos de orden primo asociados a la descomposicién de 5175 en primos, es decir:

Z3 3 Z3 ) Z5 ’ ZS ) Z23

Por lo que la longitud de una serie de composicion de G serd siempre 5.
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